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INTRODUCTION 
Le but de ce travail est l’etude des feuiiletages riemanniens [feuilletages A 
“bundle-like metric” au sens de B. Reinhart [16]] SW /es variPt& compactes 
connexes. 
Resumons les rCsultats generaux obtenus: si (V, Y) est un feuilletage rieman- 
nien de codimension q sur la variete compacte connexe V: 
(i) Soient er le fibre des rep&-es transverses orthonormes, 97 le feuilletage 
releve sur er. Alors (eT, 3$) est transversalement paralit?lisable. Les adherences 
des feuilles de &- sont les fibres d’une fibration localement triviale ;nr: eT+ IV,. 
L’action a droite de O(q, R) sur er se projette en une action a droite sur IV, dont 
l’espace des orbites s’identifie au quotient de V par la relation d’kquivalence 
definie par les adherences des feuilles. 
(ii) Les adherences des feuilles de .F sont des sous-varietts de V; le feuil- 
letage induit par .F SW l’une de ces adherences est un feuifletage tranversale- 
ment homogtine au sens de R. Blumenthal [l]. 
(iii) I1 existe sur I/ un faisceau localement trivial g( V, 5) d’algkbres de Lie 
de germes d’isometries infinitesimales transverses, dont les “orbites trans- 
verses” sont les adherences des feuilles. La fibre-type de V( V, Y) est une algebre 
de Lie de dimension finie W dont i’opposce est dite algtbre de Lie structurale 
de (V, 9). Si Vest simplement connexe, V( V, 9) est trivial et @- est abelienne. 
On trouvera dans la suite des &on&s plus p&is [Theoremes 3 et 4, Proposi- 
tions 6, 7 et 81. La cl6 des demonstrations, comme il ressort de (i), est l’ttude des 
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feuilletages transversalement parallelisables sur les varietes compactes 
connexes, etude qui est faite en detail au paragraphe II. Le paragraphe I precise 
les notions g&r&ales utilisees: champs transverses, structures transverses, 
etc. . . . 
Des resultats g&eraux ainsi obtenus on dtduit [cf. section III.31 une classifi- 
cation compitite des feuilletages riemanniens de codimension 5 3 sur les variCtCs 
compactes connexes. On obtient Cgalement [section III.41 une description 
precise de l’espace des adherences des feuilies dans le cus air V est simplement 
connexe. 
Dans ces applications nous utilisons une notion adapt&e de variete generalisee 
inspiree de Satake [17]: nous appelons ici varitfte’ de Satake’ de dimension k un 
espace &pare a base denombrable muni de cartes locales i valeurs sur des 
quotients d’ouverts de Rk par des groupes finis de transformations, Ies notions 
d’atlas et de morphismes se definissant de facon Cvidente. De plus, nous intro- 
duisons pour ces varietes gCnCralisCes une notion naturelle de “morphisme avec 
pliage de codimension I”. Ceci Ctant, en codimension 53, on demontre 
[Theoreme, 51 que l’espace des adherences des feuilles de (V, 9) est une variete 
de SatakC IV, la projection naturelle n: V -+ W&ant un morphisme avec pliage 
autour des adherences de feuilles dont la dimension n’est pas la plus grande 
[“adherences singulieres”]. 
Une partie des resultats present& ici a &e publice sous forme moins detaillee 
dans [I2], [13], [I4]. On s’est astreint a donner dans le present travail une 
version complete de la theorie dans son etat actuel, en redtmontrant tous les 
resultats intermediaires utiles y compris les resultats de E. Fedida [4] sur les 
feuilletages de Lie. De nombreux problemes se posent encore, 6 commencer par 
une Cventuelle classification des feuilletages riemanniens sur les varietes 
compactes connexes en codimension 14. 
1. PRGLIMINAIRES: STRUCTURES TRANSVERSES SUR LES VARIGTGS FEUILLETGES 
Dans tout ce paragraphe, V sera une variett de dimension n connexe, 9 un 
feuilletage de codimension q sur V. On note P le sous-fib& de T(V) tangent aux 
feuilles, Q = T( V)/P le fibr& transverse de (V, 3). 
I. I Ouverts simples; coordonnPes adapt&es; ouverts distinguPs 
On dira que le feuilletage 9 est de type simple connexe s’il existe une sub- 
mersion 71: V-+ W telle que les feuilles de 3 soient les preimages par 71 des 
points de IV. Dans le cas general, un ouvert U de V sera simple [pour le feuil- 
letage 3] si le feuilletage 9” induit sur U est de type simple connexe. 
Considerons R” comme le produit R n-q xW. La seconde projection 
rco : R”+R9 definit sur R” un feuilletage de type simple connexe qui joue le role 
de “modHe”. Une carte locale (V, 9) de V sera dite adapt&e b F si p transporte 
le feuilletage Yu sur le feuilletage modele de R”. On notera alors (xl, . ..,x”-Q, 
Y’ , . . . ,JJ~) les coordonnees locales correspondantes [coordonnees locales 
adaptees]. Dans U, P est engendre par les derivations 
b b - - 
~xl”“‘~x”-q’ 
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Nous dirons qu’un ouvert U est distinguk pour F si c’est un ouvert simple et 
si de plus il est le domaine d’une carte locale adaptee p. On appellera alors 
plaques du feuilletage dans U les feuilles du feuilletage induit FU. Les equation 
des plaques darts la carte q sont yr = cstte, . . . ,yq = cstte. 
I.2 Champs de vecteurs feuilletks; champs transverses 
Notons F(V) le ,d”( Y)-module des champs de vecteurs differentiables sur V, 
ou *do{ V) est l’anneau des fonctions differentiables. Soit 9( V, 3) le sous- 
module forme des champs tangents aux feuilles. 
Pour XE F(V), les conditions suivantes sont equivalentes: 
(i) [X, Y] E 2( V, 9) pour tout YE 9( V, 3) 
(ii) le groupe local A un parametre associt a X au voisinage de tout point de V 
respecte le feuilletage 
(iii) dans tout ouvert distingue, X s’krit en coordonnkes locales adaptCes: 
(1) 
n-q 
x= c {‘(xl, . . . . x”-Q,yl, . . . . yq 
i= I 
-$+ i #(y’, . . ..yq A. 
j=l dYJ 
Si X verifie l’une de ces conditions, on dit que c’est un champ de vecteurs 
feuiliete’. On note Y( V, 9) l’algebre de Lie de tous ces champs feuilletes. 
Posant /(V, 97 = U( I’, JF/~( V, F), on obtient la suite exacte d’algkbres de 
Lie: 
(2) O+Y(V, sqcqv, fpI(V, Fpo. 
Si XE p( V, ~9, son image dans 1( V, fl sera dite champ transverse associe a X et 
notee 8. On peut egalement considerer X comme la section du fib& transverse 
Q obtenue en composant avec X la projection T( V)+Q. Si X est defini en coor- 
donnees locales adaptees par (l), on Ccrira dans le mCme ouvert distingue 
(3) R= ,i, Vj(Y1, “.I YQ) $ 
Si CJ est un ouvert arbitraire de I’, on dtfinira de mCme les notions de champ 
de vecteurs feuillett dans U et de champ transverse dans I/. Pour simplifier les 
notations, on kcrira y(U, 93, y(U, F) et /(U, 3) au lieu respectivement de 
.J(U, Tu), Y(U, Fu) et I( U, .FU). 
I. 3 Formes diffkren tielies basiques 
Pour pE (0, 1, . . . . n}, notons J@( V) le &O( V)-module des p-formes diffkren- 
tiables sur I/. 
Pour (Y E J/P(V), les conditions suivantes sont Cquivalentes: 
(i) iya = 0 et iyda = 0 pour tout YE 9( V, 3) 
(ii) dans tout ouvert distingue, a s’tcrit en coordonnees locales adaptees: 
(4) a= C ai, . ..i ,cv’, a-*, yq)dy”A...l\dyk 
i,<...-zi, 
Si a verifie l’une de ces conditions, on dit que c’est une p-forme basique. On 
note &$( V, 5) l’ensemble de ces formes. C’est un module sur l’anneau 
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G$( V, 9) des fonctions basiques. Bien entendu, pour p>q toute p-forme 
basique est nulle. 
On vkrifie immkdiatement que la diffkrentielle da d’une forme basique est 
encore une forme basique, ce qui permet d’introduire la cohomologie basique 
On notera kgalement que si XE -4y( V, fl et (YE &i( V, Y), alors Y$~E 
E J$,( V, a. De plus, 2@ ne dCpend que du champ transverse XassociC A X, ce 
qui permet de dCfinir la dCrivCe de Lie d’une forme basique suivant un champ 
transverse en posant 
(6) Yha= A$+ quelsque soient XE Y( V, 92 et IY E &b*(V, Y). 
I.4 FibrP des rep&es transverses; structures transverses 
n Un rep&e transverse en un point x de Vest une base de l’espace vectoriel 
Q,, c’est-g-dire un isomorphisme 1inCaire z : lR4+Qx. 
L’ensemble ET de tous ces repkres est un fibrC principal de base V et de 
groupe StrUCtUral GL(q,R), dont on nOtera PT la projection. 
Une section locale ST de ce fibrC principal &( V,p,, GL(q,R)) au-dessus d’un 
ouvert U de Vest dCfinie par q sections locales de Q linkairement independantes 
en chaque point. Si ces q sections sont des champs transverses, on dira que ST 
est une section locale transverse de ET. Si s’~ est une autre section locale 
transverse de ET au-dessus de U, alors S'T = sTg oti g : U+ GL(q, R) est basique, 
c’est-g-dire constant sur les feuilles de &,. 
Par exemple, si U est un ouvert distinguk de V, en coordonn6es locales 
adapt&es les champs transverses 
dkfinissent une section locale transverse de ET qui sera dite champ de rep&es 
transverses nature/s associk aux coordonnees locales. 
R z &ant un rephe transverse en x, on peut toujours trouver un voisinage 
ouvert U de x et une section locale transverse ST: U-ET telle que ST(X) = z. 
Notons alors PTz l’image de P, par l’application 1inCaire tangente ST*. PTz ne 
depend pas de la section transverse utilisCe et on dkfinit ainsi sur ET un champ 
d’C1Cments de contact PT invariant par les translations ti droite et intkgrable. Le 
feuilletage correspondant &- est dit feuilletage releve’de .F dans ET. Les feuilles 
de 3$ sont par construction des revk3tements galoisiens des feuilles de K On voit 
que les sections transverses de ET ont pour images des Gunions de feuilles du 
feuilletage relevk [localementj. 
Le feuilletage relevC peut-&re egalement introduit de la faGon suivante: au- 
dessus d’un ouvert simple Uoh &, est dtfini par une submersion n : U+sZ, on a 
un morphisme nature1 nT de ETiu sur le fibrC B’(G) des rep&es linkaires de C2. 
Le feuilletage induit par 9% sur ET1 u est alors dkfini par la submersion zT. En 
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d’autres termes une feuille de :Fr est engendree [localement] par “glissement 
d’un rep&e transverse le long des feuilles”. 
W Soit G un sous-groupe de Lie de GL(q,R). 
Un sous-fibre eT( V,/,P~, G) de groupe structural G de ET sera dit feuillek! [lo] 
s’il est r&nion de feuilles du feuilletage releve FT. On dira encore dans ce cas 
que eT est une G-structure transverse sur (V, YF [2], [6]. Dans la pratique, une 
partie eT de ET sera une G-structure transverse si elle vtrifie les conditions 
suivantes: 
(i) si z E eT, Zg E eT si et sedement si g e G 
(ii) si x E V, il existe un voisinage ouvert I/ de x et une section locale transverse 
sT : U+ET dont l’image est contenue dans eT. 
Si eT( V,p,, G) est une G-structure transverse sur (V, Y), Yj- induira sur eT un 
feuilletage encore note cFT. 
Un paraMisme transverse [2] sur (V, 9) est une { I,,}-structure transverse. 
Une telle structure est done definie par la donnee d’un section transverse 
globale ST de ET( I’,J+, GL(q,R)), c’est-&dire de q champs transverses globaux 
Xl, aa.9 Xq lineairement independants en tout point. 
Une structure riemannienne [equivalente a une “bundle-like metric” au sens 
de [16]] est une O(q, @-structure transverse. On notera que, si V est compacte, 
une telle structure eT( v,pT, o(q, R)) est elle meme une variete compacte. 
On remarquera qu’au dessus d’un ouvert U de V simple :9$ oti Y$,, est dcfini 
par une submersion n : c/+Q, une G-structure transverse est le pull-back par zT 
d’une G-structure [au sens ordinaire] sur Q. 
n Soit XE F( V, F). Au voisinage de chaque point de V le groupe local a un 
parametre associe a X respecte le feuilletage. 11 operera done de facon naturelle 
comme un groupe local a un parametre sur ET( V,p,, GL(q, R)). Autrement dit 
le groupe local a un paramttre associe a X se releve dans ET en un groupe local a 
un paramtttre, qui commute d’ailleurs visiblement avec les translations ZI droite. 
En prenant la transformation infinitesimale associee on voit que X se reltive sur 
ET en un champ de vecteurs XT invariant ci droite. Comme de plus le groupe 
local ti un parametre releve respecte visiblement la famille des sections locales 
transverses, on voit que XT est feuiiletkpour le feuilletage releve’ CFT. On note 
que XT ne de’pend que de X et peut done ?tre consider+ comme le releve’ du 
champ transverse X. 
On definit de meme le releve d’un champ feuillett local ou d’un champ 
transverse local. 
Si eT( V,pr, G) est une G-structure transverse sur (V, 9) et si XE Y’( V, 9’), on 
dira que X est un automorphisme infinitksimal de eT si, en tout point de er, XT 
est tangent g e T; autrement dit si le groupe local ti un parametre associe au 
voisinage de chaque point de eT laisse invariante la structure transverse er. 
II. FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT PARALLGLISABLES 
Dans tout ce paragraphe, V sera une varitte connexe compacte de dimension 
n, 9 un feuilletage de codimension q SW V, {Xl, . . .,xq} un parallelisme 
transverse sur (V, 9). 
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II. 1 Cas des feuilletages de Lie [4] 
n (Xl, . ..) Xq} est un paralMsme transverse de Lie si le sous-espace (3 de 
I(V, Y) engendre par Xi, .*., & est une sous-algebre de Lie. On dit alors que 
(V, F) est un Sfeuilletage de Lie. 
Si XX est un vecteur tangent en XE I’, XX le vecteur transverse correspondant, 
il existe un champ transverse unique dans @ dont la valeur en x soit X’. Notons 
a(X,) ce champ transverse. On definit ainsi sur k’une 1-forme a A valeurs dans 
(3 verifiant: 
(i) a est basique 
(ii) o est de rang q en tout point 
(iii) on a l’equation de Maurer-Cartan 
(7) da + +[a, a] = 0. 
Mciproquement, soient V une variete de dimension n, @ une algebre de Lie 
reelle de dimension q, a une I-forme surjective sur V a valeurs dans 8 verifiant 
(ii) et (iii). Si on pose en chaque point x de V 
63) P,=Ker a, 
on definit sur V un champ d’elements integrable. Si Y est le feuilletage de 
codimension q correspondant, a est basique pour .K Si de plus {A,, ‘.., A4) est 
une base de a), les champs transverses determines par la condition 
(9) a@;)=& pour i= 1, . . ..q 
definissent un parallelisme transverse de Lie sur la variCtC (V, 5). 
W Grace au theorkme d’equivalence de Darboux [voir [9]], la forme a 
associee au @-feuilletage de Lie (V, 2) va nous permettre d’ktudier la structure 
du feuilletage. Rappelons brievement la methode de Darboux, fondee sur la 
theorie des connexions, et son utilisation par E. Fedida: 
Soit G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie (3. 
Sur la variete produit I/x G, definissons un champ d’ClCments de contacts .Y 
de la facon suivante: si (x, g) E V/x G, l’espace tangent en ce point s’identifie a 
7”(V)@ T,(G), c’est-a-dire, en utiiisant I’isomorphisme nature1 7’,(G) = @, a 
T,(V)@@. Ceci etant, ,yli:,R) sera le graphe de l’application lintaire T’(V) -+ @I 
definie par a;,. 
En tout point (x,g), ,$&, est supplementaire du sous-espace vertical pour ia 
fibration V/x G+ V. De plus, par construction, le champ d’elements de contact 
.fl est invariant par G, operant sur I/x G par translations a gauche sur le second 
facteur. En d’autres termes, .T est une connexion infinitesimale pour la 
structure de fibre principal naturelle de VX G [ou le groupe structural optre g 
gauche]. La condition (7) s’interprete comme la nullite de la courbure de cette 
connexion, et par suite le champ d’elkments de contact x’ est integrable. Soit v 
une variete integrale maximale de ce champ, c’est-A-dire une nappe d’holo- 
monie de la connexion. Notons p’: P + I/ et is : P-G les projections naturelles. 
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p’ est un rev&ement galoisien et is une submersion. De plus, on a par con- 
struction 
oti T,T est la forme de Maurer-Cartan sur G, qui A un vecteur tangent associe 
I’ClCment correspondant de l’algtbre de Lie (3 de G, 
Notons % le feuilletage sur P prkimage de 9 par la projection p’. C’est encore 
un Wfeuilletage de Lie et l’kquation (10) entraine que ses feuilles sont les 
composantes connexes des prkimages par 75 des points de G. On dira pour 
simplifier que (v, ?) est un revztement galoisien de (V, 9). 
Considkrons des champs feuilletQ X1, . ...& sur (V, ~3 representant les 
champs transverses X1, . . . ,Xq. Si 8,, . . ., & sent les relevCs de ces champs dans 
r, ils seront feuilletCs pour $ et complets comme relevCs dans un revetement 
galoisien de champs camplets. Si de plus on note A,, .., , A, les klkments de @ 
associ6s respectivement A 8,) . . . , Xq, on aura 
ir*rl(~;)=~*~(~~)=a(X;)=~j pour i= 1, . . ..q 
d’oti il r&suite que zj est projetable sur G par 77 et que sa projection est le champ 
de vecteurs invariant A gauche sur G associk 21 Ai. Les Zi &ant complets, la 
projection de vpar iz est une orbite dans G de la famille des champs invarients h 
gauche. C’est done G, et iz est surjective. 
D’autre part, le fait que A,, . . . , A, se rekvent dans P en champs complets 
entraine que it est me fibration localement triviale, d’aprks un rtsultat classique 
d’Ehresmann que l’on redCmontre ci-dessous sous une forme plus gCn&ale 
[Lemme I]. 
Comme vest connexe et G simplement connexe, la fibre de is est connexe. 
ConsidCrons enfin le groupe d’holonomie H de la connexion X’ SW la nappe 
d’holonomie v considkie. Si F est une feuille de 9; p:-‘(F) est reunion de 
feuilles de 2 se dkduisant l’une de l’autre par translation B gauche par un 
ClCment de H. Done irQT l(F)) est une classe A droite Iig dans G suivant H. 
L’image par is de p- l(F) sera alors une classe B droite Kg, oti K est le sous- 
groupe de Lie fermC fl de G. Si Q : G+K \G est la fibration naturelle de G sur la 
variktk homogkne des classes A droite suivant K, ,Q 0 ii 0 a- 1 dCfinit une appli- 
cation diffkrentiable 71: V+ W=K\G. Par construction, les prkimages des 
points de W par JT sont les adherences des feuilles de .X L& encore, on vCrifie 
que z est une fibration localement triviale, car les champs de vecteurs feuilletks 
pour 3 sont Ir-projetable et on peut encore utiliser le rksultat d’Ehresmann, En 
particulier, les adherences des feuilles de .9 forment un feuilletage. 
Nous retiendrons en rCsumC l’Cnonc6 suivant, adapt4 A notre ktude: 
PROPOSITION 1. [E. Fedida]. Soient I/ une varietk compacte connexe, Y un 
6%feuilletage de Lie sur V, G le groupe de Lie connexe simplement connexe 
d’algkbre de Lie (3,. 11 existe un revEtement galoisien (v, .?) de (V, Y) et une 
fibration localement triviale 75 : v+G telle que P est le feuilletage de type 
simple connexe dkfini par is. De plus, les adherences des feuilles de .F sont les 
fibres d’une fibration localement triviale TE : I/+ W. 
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En realite, dans la suite, nous n’utiliserons qu’une toute petite partie du 
resultat, a savoir le fait que les adhkrences des feuilles d’un feuilletage de Lie 
[sur une variete compacte connexe] forwent encore un feuilletage. 
II,2 Feuilletages transversalement paralklisables: thkortime de structure 
Passons au cas general. Dans cette section nous allons prouver le theoreme 1 
qui donne la structure des feuilletages de ce type: 
THfiORl?ME 1. Si (V, 3) est un feuilletage transversalement parallelisable sur 
une varitte compacte connexe, les adherences des feuilles sont les fibres d’une 
fibration localement triviale 71: P’+ W lfibration basique]. De plus, il existe une 
algebre de Lie @ [algPbre de Lie structurale] telle que T induit sur les fibres de 71 
des @-feuilletages de Lie. 
La premiere partie de ce theoreme peut egalement se demontrer a partir de 
rtsultats de H. Sussmann [18]. 
On demontrera le theoreme en trois &apes. Faisons une remarque prelimi- 
naire: si A UT( V, Y) est le groupe des automorphismes globaux du feuilletage, 
C.&d. des transformations de Vqui echangent les feuilles, les champs feuilletes 
engendrent [ V&ant compacte] des sow-groupes a un parametre de A UT( V, ~9, 
Comme Y( V, 9) est transitive sur V, les orbites de A UT( V, 3) seront ouvertes. 
Comme I/ est connexe, A UT( V, 3) est transitif sur V. 
Commencons par un lemme, qui Ctablit en m&ire temps un cas particulier du 
thtortme de structure precedent: 
LEMME 1. Soient V une variete connexe, pas necessairement compacte, et 9 
un feuilletage sur V dont toutes les feuilles sont fermees. Si la famille Yc( V, 9) 
des champs complets feuilletes est transitive sur V, alors les feuilles sont les 
fibres d’une fibration localement triviale. 
REMARQLJE. On retrouve en particulier le theortme classique d’Ehresmann: 
si IT: V+ W est une surmersion et si la famille des champs complets rc-proje- 
tables est transitive sur V, alors n est une fibration localement triviale. En effet, 
le lemme entrame que Y est un fibre localement trivial au-dessus d’un revete- 
ment galoisien de W. 
DEMONSTRATIONDULEMME. Soit W= V/Sl’espace des feuilles, muni de la 
topologie quotient, et notons T : V+ W la projection naturelle. 
Etant donnt x0 E V, soient F la feuille passant par ce point et X,, . . , , X4 des 
champs feuilletes complets dont les valeurs en x0 forment une base d’un supplt- 
mentaire de T&(F). Notons p:I, +,., & les groupes a un parametre respective- 
ment associes ii ces champs. Soit alors 
l’application differentiable definie par 
@(x, t’ , ..*, ty = [q(, 0 -.. 0 &](x)* 
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Si on regarde FxRq comme feuilletk par la seconde projection, @ induit sur 
chaque feuille de FxRq un diffkomorphisme sur une feuille de 3. 
Le rang de @ en x0 ktant n = dim V, il existe un voisinage ouvert 52 de 0 dans 
R4 tel que @ induise un plongement de {x0} x Sz SW une sous-variCtC S de V 
transverse aux feuilles. 
F ktant fermke, on peut prendre Sz assez petit pour que FnS= {x0). 
En fait, on peut prendre Sz assez petit pour que toute feuille de g rencontre S 
en un point au plus: on choisit en premier lieu Sz de faGon que Fn S = {x0} et 
que S soit contenue dans un ouvert distinguk U. On peut d’ailleurs imposer que 
chaque plaque de U rencontre S en un point unique. 11 existe alors des voisinages 
L9 de 0 dans 52 et 8’ de x0 dans S tels que 
w14 O *** O~1~~](~)~Uquelsquesoient(t’,...,t~)~~ety~~’. 
On remarquera que, pour tout (tl, . . . . tq) E 8, l’application ~4 14 0 . . . 0 ~11~: 
r9+U, composke avec la projection de U sur S suivant les plaques, dkfinit un 
diff6omorphisme de 19’ sur un ouvert de S. On choisira alors un voisinage 
ouvert D’ de 0 dans Sz tel que PC d et @({x0} x Sz’) c 8’. L’ouvert Sz’ a alors la 
propriM annoncke: si (t’, . . .) tq) et (f’l, . . . , t’q) sont deux points de W tels que 
y= [pi, 0 . . . 0 @WO> et Y’ = k+ 0 . -. 0 cpf&0) 
soient dans la meme feuille, alors [@,, * . . . 0 f~+,~]o? appartient A la feuille 
de x0, done aussi A la plaque de x0 dans I/. y et y’ ont done la m2me image par 
l’application projetCe sur S, d’oh y =y’. 
Choisissons done l2 de fagon que la condition pr&dente soit assurke. 
Comme @ induit un diffkomorphisme de feuille ti feuille, @ dkfinira un diffko- 
morphisme 
de Fx 52 sur un ouvert sature’ [C.&d. reunion de feuilles] U de V. 
Ceci &ant, si K est un voisinage compact de 0 dans 52, @(FxK) est un 
voisinage fermk saturk de F dans I/. Par suite chaque point de W= V/Y a un 
systkme fondamental de voisinages fermks, done W est s&pare’. Par passage A 
l’espace des feuilles, (11) definit une carte locale sur W et l’ensemble de ces 
cartes munit W d’une structure de variktk telle que 71: V+ W soit une sub- 
mersion. Enfin (11) apparait alors comme une trivialisation locale de II. 
C.Q,F.D. 
W Revenons maintenant aux hypothkses du thtortme 1. 
En un point x de V, soit qb [dimension basique] le nombre maximum de diffk- 
rentielles de fonctions basiques globales qui sont linkairement indkpendantes en 
ce point. Ce nombre ne dCpend pas de x, compte tenu de la transitivitk de 
A UT( V, 9). Ces diffkrentielles dkterminent done sur V un systkme de Pfaff qui 
sera par dbfinition intkgrable. Le feuilletage 92 correspondant sera dit 
feuiiletage basique de (V, ~2. Si l’on veut, un vecteur X, est tangent au 
feuilletage basique si et seulement si X, f = 0 pour toute f E .d$ V, N). 
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I1 est clair que toute fonction basique pour (V, 9) l’est aussi pour (V, ji), 
On a alors: 
LEMME 2. (V, F) &ant un feuilletage transversalement parallelisable sur une 
variett compacte connexe, les feuilles du feuilletage basique 39 sont les fibres 
d’une fibration basique localement triviale rr : Y-, W. 
DEMONSTRATION. remarquons en premier 1ieU que Si XE y(v, 9) et 
f~ ,z+ V, 9) alors Xfe *dX( V, 93. I1 en resulte que X est Cgalement feuillete 
pour le feuilletage basique 3;. Autrement dit, Y( V, 9) c Y( V, Q. Compte tenu 
du lemme 1, il suffit alors de dtmontrer que les feuilles de Y$j sont fermees. 
Or toute feuille Fb de 9& est contenue dans un ouvert distingue [pour Y;] qui 
est en meme temps sature pour Y$,: soient en effet x0 E Fb etfl, . . . , fQ” E .tii( V, 29 
telles que df’r\...Adfqb soit non nul en x0. Soit S une sous-variete ouverte 
transverse a +“/i, passant par x0 et telle qu’en tout point de S df 1 A.. .r\df qb soit 
non nul. On restreint S de facon que x+‘(x), . . . , f 4b(x)) definisse un diffeo- 
morphisme de S sur un ouvert de R qb. L’ouvert sature form6 des feuilles de Yb 
qui rencontrent S repond alors g la question. 
Ceci &ant, montrons que si Fb et F’b sont deux feuilles distinctes de .Y;, un 
point x0 de Fb ne peut pas &re dans l’adherence de Fb: sinon, F’b devrait 
rencontrer un ouvert distingue sature U, contenant Fb. Mais alors Fib serait 
contenue dans U,. Done Fb et Fib seraient deux plaques distinctes d’un mi?me 
ouvert distingue, et x0 ne peut appartenir a l’adherence de F’b. Ainsi les feuilles 
de & sont fermtes. 
W sera dite vari& basique de (V, 9) et sa dimension qb est la dimension 
basique. 
Si f E &i(V, ~3, f est basique pour .Y$, done constante sur les fibres de n. Par 
suite f se factorise en f =J 0 TE, oh JE ,c3O( W). Rkiproquement, il est clair que 
pour toute f~ &‘O( W) $0 rr est une fonction basique. La correspondance 
dtfinit done un isomorphisme nature1 d’anneaux 
(12) 7c * : dO( W) 7 .d;( v, 9) 
qui permettra dans la suite d’identifier les fonctions basiques aux fonctions 
sur W. 
On est maintenant en mesure d’achever la preuve du theoreme 1: X,, . . .,X, E 
E Y( V, 9) definissant le parallklisme transverse, tout XE Y( V, Y) s’ecrit 
(13) X= i <‘x,+ Y Oh <’ I=1 
,..., (q~.d:(V, 3) et Yfz.Y(V, Y). 
Soient Fb une feuille du feuilletage basique, YFb le feuilletage induit par 9 
sur Fb. 
(Fb, .$J admet une structure de feuiiietage de Lie: en effet, si X E Y( V, 9) est 
tangent en un point g Fb, il sera tangent en tout point a Fb et induira dont un 
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element de -iL/(Fb, :$J. Comme les fonctions basiques sont constantes sur Fb, les 
champs transverses ainsi obtenus sur (Fb, Y>J determineront d’apres (13) une 
structure de feuilletage de Lie. 
Fb &ant fermee dans V, les adherences dans V des feuilles de YFb coi’ncident 
avec leurs adhkrences dans Fb. D’aprb la proposition 1, ces adherences forme- 
ront les feuilles d’un feuilletage sur Fb+ I1 en est de meme sur chaque feuille du 
feuilletage basique. Ainsi les adherences des feuilles de Y definissent un feuil- 
letage .T de V. Ce feuilletage est bien entendu invariant par A UT( V, ~2. Done 
.Y( V, Y) C Yy V, cJi> et on peut appliquer a 2 le lemme 1. Mais alors .? coincide 
avec son feuilletage basique $,. Comme toute fonction basique pour ,T I’est 
aussi pour ,K on a alors necessairement cY= 9;. Autrement dit ks adheiences 
des feuilles de .9 sont /es fibres de la fibration busique n : V-+ W. 
Les feuilles de .YFb sont par consequent denses dans Fb. Si XFb E Y(Fb, XjJ est 
tangent en un point a la feuille de 9Fb, il le sera en tout point. Done I(Fb, $J est 
de dimension q - qb et definit sur (Fb, .+J une structure unique [intrinsPque] de 
feuilletage de Lie. Par transitivite de A UT{ V, 93, l’algebre de Lie f(Fb, Y>J sera 
independante, 4 isomorphisme pres, de la feuille basique Fb consideree. C’est 
un invariant de (V, 93 que l’on notera @ et que nous appelerons algPbre de Lie 
structuraie de ( V, .?3. C.Q.F.D. 
Nous terminerons cette section par les remarques suivantes: 
REMARQUE 1. Si (V, Z) est un feuilletage transversalement paralltlisable a 
feuilles denses, alors c’est un @-feuilletage de Lie et cette structure de feuilletage 
de Lie est unique [intrinstique]. Ce fait Clementaire se vCrifie d’ailleurs par le 
raisonnement direct indique a la fin de la dkmonstration prkedente. 
REMARQUE 2. Si (V, ,T) est un feuilletage de Lie, en genCra1 la structure de 
feuilletage de Lie n’est pas intrinskque. Ce qui est un invariant du feuilletage, 
c’est l’algebre de Lie structurale [avec les notations II. 1, I’algtbre de Lie f de K]. 
Ce point n’apparaissait pas clairement dans [4]. 
REMARQUE 3. Le theorkme 1 simplifie considerablement, et generalise en 
toute codimension, les travaux de L. Conlon [2] relatifs aux feuilletages trans- 
versalement parallelisables sur les varietes compactes en codimension 2. On voit 
en effet qu’il y a dans ce cas trois possibilitks: 
(i) qb =2, .F est le feuilletage simple defini par une fibration localement 
triviale 7z : V-+n2. 
(ii) qb = 1, les adherences des feuilles sont les fibres d’une fibration localement 
triviale 7c : V+S’, et sur chaque fibre .9 induit un feuilletage de codi- 
mension 1 a feuilles denses defini par une I-forme fermee globale. 
(iii) qb = 0, .F est un 6%feuilletage de Lie a feuilles denses, ou @ est une algebre 
de Lie de dimension 2. 
REMARQUE 4. Le theoreme 1 reste vrai si, V Ctant toujours connexe 
compacte, on suppose simplement que W;( V, Y) est transitive sur V [ “ feuilletage 
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de type transitif”]. La demonstration n’est en rien modifite dans ce cas. De 
r&me si Vest connexe [non necessairement compacte], F admettant un parail& 
lisme transverse complet. 
En fait on a prouve dans [13] que le resultat est vrai si V est connexe [non 
nkessairement compacte] et +( V, 9) transitive sur V [“feuilletage trans- 
versalement complet”]. La demonstration est analogue, mais un peu plus 
dklicate .
II.3 Champs transverses pour les feuiiletages transversalement paralie’lisables; 
faisceau transverse ten tral 
Dans cette section, on ttudie la structure de l’algebre de Lie /(V, 9) des 
champs transverses. 
n Soit XE Y( V, a. X appartient aussi g Y( V, 6). 11 est done localement 
projetable par la fibration basique n : V+ W. Mais comme celle-ci est a fibres 
connexes, X est projetable en Xw sur W. D’oh un morphisme d’algebres de Lie: 
(13) 71,: P(v, F)-+Y(W). 
De plus, compte-tenu de l’identification (12), (13) est un morphisme de *G.Y~( W)- 
modules. Son image est done un sous-module de Y’i( W) qui est transitif en tout 
point de W. C’est necessairement F(W) tout entier. Autrement dit (13) est 
surjective. 
D’autre part, JJ( V, JF appartient visiblement au noyau de (13). Done II, se 
factorise en un homomorphisme surjectif d’algebres de Lie: 
(14) 71*:l(1/,+F(W) 
qui est aussi un morphisme de J&‘( W)-modules. Notons &,( V, Y) le noyau de 
it,. Cette notation se justifie comme on va le voir. Si Ew est le fibre en algebres 
de Lie de base W, de fibre-type @, dont la fibre en y est l’algebre de Lie struc- 
turale f(rr- IQ), Fz- Idv)), alors Ew est le &( W)-module des sections de Ew. La 
verification est triviale, 
En rtsume, on a une suite exacte de d”( W)-modules et d’algebres de Lie: 
(15) O+&(K 9-)4(v, LF)+F(W)+O. 
REMARQUE. On peut considerer V comme un fib& localement trivial, de 
fibre-type or- ‘(y,,), de base W, admettant pour groupe structural le groupe 
A uVn-- ‘Cvo), y”,- lcvo~). E n effet, dans la famille de trivialisations locales 
construite en II.2, le passage d’une trivialisation g une autre se fait par I’action 
d’elements de ce groupe. 
De mtme, A UT( V, 9) est le groupe des automorphismes globaux de ce fib& & 
groupe structural. 
Enfin P( V, 9) est l’algebre de Lie des automorphismes infinitesimaux de ce 
fibre a groupe structural. 
I Soit XE I(U, 9) un champ transverse local. On dira que X est un champ 
transverse central [local] si, pour tout PE l( V, 3) on a [X, P] = 0. En particulier 
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l’algebre de Lie c( V, 9) des champs transverses centraux [globaux] est le centre 
de /(I’, 32. 
On notera V= V( V, 9) et on appellera fuisceau transverse central le faisceau 
sur V des germes de champs transverses centraux locaux. On se propose dans 
cette section d’etablir le theoreme 2 qui precise la structure de Y:: 
THl?OREME 2. Sous les hypotheses du theorkme 1, le faisceau transverse 
central V( V, 9) est localement trivial. La fibre yx en un point est isomorphe a 
l’algkbre de Lie @- opposee a l’algkbre de Lie structurale. L’espace transverse 
en x defini par Vx est l’espace transverse associe a la fibre de TI. 
D6MONSTRATION. resultera de deux lemmes. 
LEMME 3. Si XE /(U, 5) est un champ transverse central local, XE .v(CJ, .~2 
un representant de X, alors X est en chaque point de U tangent a la fibre de 7~. 
DGMONSTRATION DU LEMME. 11 suffit de prouver que, pour toute fonction 
f~ ,B$( V, 33 = &O( IV), la derivee Xfest nulle. 
En fait, pour tout YE Ew( V, 3) et pour toute f~ .o/O( IV), soit Y representant 
P.Ona 
Yf= 0 et [X, P] = 0, done [X, Y] E .a(U, 9). 
Par suite, [X: Y] .f= 0 et X( Yf) = Y(Xf) c’est-h-dire Y(Xf) = 0. Comme ceci est 
vrai pour tout PeEw(V, 9) on en deduit que Xfest une fonction basique. 
Ainsi, sifE d”( IV), Xf est localement projetable sur IV. Ceci signifie que X 
est un champ feuillete local pour le feuilletage basique, c’est-a-dire est locale- 
ment projetable sur IV. 
Mais sa projection [locale] sur W devra commuter avec Ly( IV). Elle est done 
nulle, d’oti le lemme. C.Q.F.D. 
Avant d’enoncer le second lemme dont now aprons besoin, introduisons 
quelques definitions. 
Soit Qb le fibi- vectoriel transverse au feuilletage basique et notons Q, le 
noyau de la projection naturelle Q+Qb. Un vecteur Xx E Qnx est un vecteur 
transverse en x provenant d’un vecteur tangent a la fibre de rc. La dimension de 
Q, est 4-c 
Considerons le fib& principal gn( V, I,V, GL(q - qb, R)) des reperes de Q,. 
Si XE W( V, ~3, le groupe a un parametre correspondant respecte g la fois 9 
et Fb, Done il opere sur 8X. Par suite X se releve sur &n en un automorphisme 
infinitesimal X”x. Ainsi -4”( V, 93 se rekve sur & en une algkbre de Lie d’auto- 
morphismes infinitesimaux Y/n. 
Ceci &ant, on a: 
LEMME 4. Les releves dans G$ des champs feuilletes de (V, 9) dcfinissent sur 
& une connexion integrable. 
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DEMONSTRATION DU LEMME. Le seul point h dkmontrer est que, si en z E & 
le relevk X”n de X E Y’( V, 23 est vertical pour la fibration w, alors il est nul. 
X, qui est feuilletC pour le feuilletage basique, est nul en x = y(z), done 
tangent g TI- l(y) en chacun de ses points, si y = n(x). D’autre part X est tangent 
g la feuille F’ de Y passant par x en chacun de ses points. Comme F, est dense 
dans n- l(y), la restriction X,- I(yI de Xi n-‘Q) appartient & .P(rr-l(y), &Icy$. 
La restriction de & au-dessus de z-‘(y) coincide avec le fibrk des rep&-es 
transverses de (n- l(y), Y;- I(y$. X’n coincide alors, au-dessus de n- l(y), avec le 
I 
r eleve Xn I (,“) T de X,.- I(,,) dans le fibrC des reperes transverses de (x- l(y), 9;‘; I(V$. 
Le fait que Xn 1(v) E 9(0(7c- :(y), Y$ I(y)) entra7ne que le groupe g un param&re 
associk respecte chaque feuille de <Y;~ 1(vI. Le relevC X,.- ,CVIT sera alors tangent 
aux feuilles du feuilletage relevC 2$ ,OIT. Au point z, X,_ lcyI7 est & la fois 
vertical et tangent & la feuille de ,& l(yIT. Done il est nul. C.Q.F.D. 
DEMONSTRATION DU THEOREME. Soient xE Vavec 7r(x)=y. 
La connexion intkgrable dkfinie au lemme 4 determine dans un voisinage 
ouvert U de x une section locale horizontale 0 : U+ &, c’est-&dire (4 - qb) 
champs transverses locaux 
qui, en chaque point de U, engendrent la fibre de Q,. 
Le fait que, pour tout Xr Uy V, Y), le relevC X”n soit tangent h (T signifie que 
l’image de la section 0 est invariante par le groupe g un paramktre [local] 
assock g X. Ce qui se traduit par: 
[X,X;]=Opour i=l,..., 4-qb. 
I1 en rksulte que 8,, . . . , JYq appartiennent g l’algkbre de Lie V(U) des sections 
de V( V, Y) dans U. Toute autre section YE V(U) s’krira d’ailieurs, d’aprks le 
lemme 1 
Lesf’ seront nkessairement basiques, et la condition [x, P] = 0 pour XE /( V, 3) 
entraine que les f’ sont des constantes, 
Ainsi, en tant qu’espace vectoriel reel, V(U) est engendrk par XI, . . . , & _ yb. 
Reste B dkmontrer qu’en tant qu’alghbre de Lie V(U) est isomorphe g l’opposke 
de l’algebre de Lie structurale 6% 
Pour cela, regardons la situation dans un voisinage ouvert distinguk sZ,- ,(vJ 
de x pour le feuilletage (n- l(y), %Y;- ,&. On prendra Q2,- I(u) c U. 
La structure de 65feuilletage de Lie de (n- l(y), ,Y$ ,(,,)) dkfinit sur la variCtC 
quotient 0, ,ty), au voisinage du point R correspondant & x, une structure 
locale de groupe de Lie [thkorkme d’kquivalence de Darboux] pour laquelle 
,(n- l(y), ,Yi- ,(J s’identifie g l’algkbre de Lie (3 des champs invariants 5 gauche. 
Y(U) se projettera sur 0, ,(yI en une algtbre de Lie commutant avec la prCcC- 
5x 
dente; ce sera nkcessairement l’algtbre de Lie des champs invariants g droite, 
qui est 0pposCe g (3). 
W Donnons quelques applications des resultats prdddents. 
COROLLAIRE 1. Si Y est simplement connexe, l’algkbre de Lie structurale @ 
de (V, 5) est abelienne. De plus, le centre c( V, 33 de f( V, ~2 a pour orbites 
transverses les adherences des feuilles de 9: 
Ici on appelle “orbites transverses” de c( V, Y) les orbites de la sous-algebre 
de Lie n( V, X) de Y( V, X) formCe des champs feuilletts X tels que xc c( V, ~3. 
Autrement dit n est le centralisateur de 9( V, X) dans .Y’( V, 3). 
D~MONSTRATIONDUCOROLLAIRE. V&ant simplement connexe, le faisceau 
‘s( V, ~~2 est trivial et coincide avec le faisceau des germes de ses sections 
globales. Or ces sections globales sont les champs transverses appartenant au 
centre de !( V, Y). C.Q.F.D. 
Remarquons maintenant que les resultats prtcCdents s’appliquent - comme 
on l’a deja signal& lorsque Y n’est plus compacte mais que le parallelisme 
transverse {XI, . . . , X,} don& sur (V, 9) est complet, c’est-&dire que X,, . . . , X4 
admettent des representant X1, . . . , Tg complets. Ceci ktant, revenons au cas 
CtudiC oti V est compacte. Notons V le revetement universe1 de V, 2 le feuil- 
letage sur ii obtenu ti partir de 9 par pull-back. On peut appliquer g (p, ~~~ les 
r&ultats obtenus car le parallelisme transverse obtenu par pull-back est 
complet. En particulier on peut definir l’algebre de Lie structurale @ de (v, :?3. 
Avec ces notations, on a: 
COROLLAIRE 2. L’algkbre de Lie structurale & du feuilletage (J? .>3 
s’identifie g une sous-algi?bre du centre de l’algebre de Lie structurale @ de 
(V, Y). 
Dl?MONSTRATIONDLJCOROLLAIRE. Notons r^( V, TV’) la sous-algebre de Lie de 
/(p, ?‘?J obtenue en relevant I( V, X) dans (p, 32. Le centre c( q 33 de I( p, .?) 
commutera avec &V, Y). 11 commutera aussi avec l’espace @V, Y) des champs 
transverses sur (f, ?) obtenus en relevant les sections locales du faisceau 
transverse central K( V, 22. 
Ceci ktant, si 2~ c( V, X), il se projettera localement [par exemple sur un 
ouvert simplement connexe U de V] en un champ transverse local 8 qui 
commutera avec /(V, Y3 et avec les sections du faisceau transverse central. Done 
RE X(U) et par suite XE Z( M’(U)), le centre de l’algkbre de Lie %‘(I/). D’oti le 
resultat. C.Q.F.D. 
COROLLAIRE 3. Le revetement universe1 (v, ?) de (V, Y) est de type simple 
connexe [dtfini par une fibration localement triviale sur le groupe de Lie sim- 
plement connexe d’algtibre de Lie @,I si l’une des deux conditions suivantes est 
virifit5e: 
(i) le centre Z(B) est nul 
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(ii) la variCtC basique W a un revetement universe1 @’ dont le second groupe 
d’homotopie est nul. 
DI?MONSTRATION DU COROLLAIRE. 
- Si Z(a) = 0, d’apres le corollaire precedent l’algcbre de Lie structurale de 
(v, a est nulle, d’oti le resultat. 
- Si n2( @) = 0, considerons la fibration localement triviale naturelle P-, @. 
La suite exacte d’homotopie 
oh fl est la fibre-type, entraine que pest simplement connexe. En restriction g 
cette fibre, c? est un @-feuilletage de Lie sur une variete simplement connexe. 
Done il est simple et ses feuilles sont fermees. D’ou le resultat. C.Q.F.D. 
III. FEUILLETAGES RIEMANNIENS 
Dans tout ce paragraphe, V sera une variete de dimension n connexe compacte; 
Y un feuilletage de codimension q sur V, ET( V&r, GL(q, R)) le fibre des reperes 
transverses et eT( V,pr, O(q, R)) une structure riemannienne, c’est-a-dire une 
O(q, R)-structure transverse sur (V, 9). Le feuilletage .YT releve [voir $ I] sur ET 
induit done un feuilletage, encore note Z+, sur er. 
III.1 Le parak%sme transverse canonique sur (eT, FT) [ 121 
W Commencons par definir la forme fondamentaie & sur le fibrt des 
reperes transverses. 
Un point z de ET de projection X=&z) peUt etre regard6 comme un iSO- 
morphisme lineaire de R4 sur l’espace transverse Q, en x & K Si X, E T,(Er) on 
posera alors 
(16) 0,&J =z-‘(PT*#& 
En utilisant une trivialisation locale de ET on verifie la differentiabilite de &. 
La formule (16) montre d’ailleurs que cette forme s’annule sur les vecteurs 
verticaux et est equivariante pour l’action naturelle de GL(q,R) sur R4. En 
d’autres termes, la forme fondamentaie BT est une 1-forme tensorielie sur ET h 
valetus dans Rq. On notera encore &et on appellera forme fondamentale sur eT 
la restriction de 0r A + 
Soit U un ouvert simple pour (V, Y) au sens de 1.1, II : U+s2 la surmersion 
qui definit le feuilletage 9iU induit sur U. On a deja remarque qu’au dessus de U 
le feuilletage releve est defini par le morphisme nature1 de GL(q, R)-fibres 
principaux 
du fibre des rep&es transverses ET1 U de (U, 2$,,) sur le fib& des reperes lineaires 
de la variete quotient locale 52. Si on note alors 0h la forme fondamentaIe du 
fibre de rep&es lineaires B’(a), on a visiblement: 
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On en deduit les proprietes suivantes: 
(i) la forme fondamentale 19~ est basique pour le feuilietage reievP ,Y$-. 
(ii) c/n champ de vecteurs XT sur ET appartient 2 .Y(E,, 3$-) si, et seulement si: 
(17) ixTtQ = ixTdO = 0. 
Le second point resulte du premier et du fait qu’un vecteur tangent a un fib& 
de rep&es lineaires B’(Q) est nul si son produit interieur avec 0k et d& au point 
considCrC est nul. 
Notons d’autre part que si cp~A UT(V, .F)3 la transformation pT corre- 
spondante de ET respectera visiblement la forme fondamentale ~9~. Si alors 
XE -r/i( V, 32, le groupe A un parametre associe determinera un groupe a un 
parametre de transformations de ET respectant Br. Si XT est le relevc de X dam 
ET on aura done &,e, = 0. On en dcduit la propricte suivante: 
(iii) Si XE Y( V, F), son releve’ XT dans ET est [‘unique champ de vecteurs se 
projetant suivant X et vkrifiant: 
(18) y$$?r = 0 [et de mCme pour les champs feuilletcs locaux X E Y’( U, ,TU)]. 
En effet, si XT ttait un autre champ de vecteurs verifiant les memes conditions, 
Yr= Xi-- XT serait vertical et tel que .!&r&-=O. VT etant vertical, iYTOT= 0. 
Comme .&$r = 0 on en deduit iyTd& = 0. Done Y~E .Y(ET, 32, et comme il est 
vertical il est nul. 
n Soit c+- une forme de connexion sur ET. 
On appellera torsion de ~(1~ la differentielle horizontale suivant wr de la 
forme fondamentale or, soit: 
(19) ET= d&+ w&IT. 
D’autre par la courbure de ~c)r est donnee par la formule classique: 
PO) &-=dwT+ +[wr, 0~1. 
La connexion sera dite transverse si le feuilletage releve .&- est horizontal 
pour wr. 
La connexion sera dite transverse projetable si la forme or est basique sur 
(ET, Fr), autrement dit si wr est localement [au-dessus d’un ouvert simple de 
(V, F)] le pull-back d’une connexion lineaire sur la variete quotient locale. 
La terminologie adoptee ici est celle que nous avons introduite en 1968 dans 
[lo] pour ces notions. D’autres terminologies ont etC utilisees depuis: 
connexions “de Bott” pour les connexions transverses, connexions “basiques” 
etc. . . . 
PROPOSITION 2 [voir [lo]]. 
(i) wT est transverse si et seulement si iXT Zr= 0 pour tout X~E .P((Er, F). 
(ii) wrest transverse projectable si et seulement &,.Zr= 0 et ix,, !2,= 0 pour tout 
XT E Y(ET, J$). 
DGMONSTRATION. se dcduit immcdiatement des formules (18) et (19). Dans 
le cas ou la connexion cr)T est adapt&e & eT, c’est-a-dire induit sur eT une for-me 
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de connexion, on notera encore or cette connexion induite. or pourra dans ce 
cas @tre consideree soit comme une connexion SLIT eT soit comme une connexion 
sur ET adaptee au sous-fibI- er. 
La proposition suivante est bien connue [voir [3], [6], [12]]: 
PROPOSITION 3. I1 existe sur er une unique connexion a torsion nulle. Cette 
connexion est transverse projetable. 
DEMONSTRATION. On commencera par verifier I’unicitP d’une connexion a 
torsion nulle sur er, si elle existe, au-dessus d’un ouvert simple U de (V, .Y-> 
muni d’une section locale transverse sr: U+er. On notera eU=sS8,. Les 
composantes 
e:,, ...) 04,) 
de t9U forment un systtme local de formes de Pfaff definissant le champ 
d’elements de contact associe au feuilletage. Supposons que or et o$ soient 
deux connexions locales sur eT au-dessus de U et sans torsion. On notera: 
D’aprts la formule (19), on aura: 
et par suite 
ou les n, sont des fonctions sur U a valeurs dans l’algebre des matrices ortho- 
gonales, soit: 
xi = (Q, /( = , ,,,,, qavec+ki=-z;pouri=l ,..., Qetj,k=l,..., 4, 
La formule zUA& = 0 s’ecrit alors lr;‘k = T$, d’ob, quels que soient i, j, k: 
j+ -+ -+j$+ -+ -j&, ce qui entraine 
7$=0 et 7rU=0. 
- Ceci etant, on verifie /‘existence locale d’une connexion sans torsion au- 
dessus d’un ouvert simple quelconque U: la restriction ertu est le pull-back 
d’une structure riemannienne [au sens ordinaire] eb sur la variett quotient 
locale Sz par le morphisme nature1 nr: ET, U-+B1(!G!). Sur eh, on sait qu’il existe 
une unique connexion sans torsion wh, a savoir la connexion de Levi-Civita. I1 
suffit alors, sur eTIU, de poser o r= zr$&. or est done transverse projetable. 
- Compte tenu de I’unicite, les connexions locales sans torsion ainsi 
obtenues se recollent en une connexion sans torsion globale sur er, qui est 
transverse projetable. C.Q.F.D. 
On notera desormais wr la COnneXiOn Saris torsion sur eT et on retiendra 
qu’au dessus de tout ouvert simple de (V, Y) elle est le pull-back de la connexion 
de Levi-Civita de la variete riemannienne quotient locale. 
H Considerons sur (e r, cii;-) la l-forme basique UT+ &- a valeurs dans 
l’espace vectoriel o(q, R) @IV. En chaque point elle definit un isomorphisme de 
l’espace transverse sur cet espace. Les composantes de cette forme relativement 
ti une base de l’espace oti elle prend ses valeurs definiront alors par dualite un 
parallelisme transverse. Nous allons preciser ceci. 
Si A f o(q, R), le champ fondamental correspondant 1 sur eT [voir [7]] est le 
champ de vecteurs vertical tel que 
(21) CL& = A. 
C’est aussi la transformation infinitesimale associee au groupe a un parametre 
des translations a droite par (expt A),E R+ Comme .fT est invariant par ces trans- 
lations on a KE Y(er, +). Le champ transverse associe, note abusivement X, 
sera dit champ transverse fondamental correspondant A A.. 
Si u E Rq, considerons un champ de vecteurs t? E Y’(er, .Y?) verifiant 
(22) c+(6) = 0 e,(a) = li. 
u’ est defini module J(er, z+$). Le champ transverse correspondant ii sera dit 
champ transverse basique associe Q u. 
Le relations (19), (20), (21), (22) et la nullite de la torsion de wT entrainent: 
(23) 
Ceci &ant, si {A,, . . . . Ayfq - ,j,2} est une base de o(q, R) et {u], . . . , u”> une base 
de W, le systeme de champs transverses: 
(24) (4 ,... ,11,(,~,),2,izI,...,iiy} 
dtfinira le parali~lisme transverse canonique sur (er, .Y?). 
Au-dessus d’un ouvert simple U de (V, .F), le parallelisme transverse canoni- 
que est le pull-back du parallelisme defini par la connexion de Levi-Civita sur le 
fibre eh des reperes orthonormes de la variete riemannienne quotient locale a. 
n Soit XE -I/(V, X). Suivant la definition donnee en 1.4, Xest un automor- 
phisme infinitesimal de er si son releve XT dans ET est tangent B er en chacun de 
ses points. Le champ transverse correspondant X est alors appele isomktrie 
infinitksimale transverse du feuilletage riemannien. Localement, dans un ouvert 
simple de (V, .T), un tel champ transverse est le pull-back d’une isometric infini- 
tesimale, au sens usuel [8], de la variete riemannienne quotient locale. 
On a deja remarque en I.4 que si X est un champ feuillete sur (V, ,F), le 
champ transverse XT associe g son releve dans ET ne depend que du champ 
transverse X. La proposition Clementaire suivante permet de caracteriser les 
relevks dans eT des isomktries infinitesimales transverses: 
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PROPOSITION 4. Supposons que er admette deux composantes connexes 
[on dit alors que (V, F) est trunsversalement orientable] et soit 
e07-( V,PT, Wq, W) 
l’une de ces composantes. Si X~E I(eor ,37), la condition nCcessaire t suffisante 
pour que XT soit le relevC dans ear d’une isomttrie infinitesimale transverse est 
que XT verifie les conditions: 
(25) 
I 
[R,,X,]=O pour CT= 1, . . ..q(q- 1)/2 
[X,,ii’]=O pour i= l,...,q 
oil (x,,...,~~~4~,),*,li’,..., iiQ> est le parallClisme transverse canonique induit 
sur (ear, .YFC;r. 
DGMONSTRATION. - Si X est une isomttrie infinitesimale transverse 
XE P’(V, 9) un representant de X, XT est invariant A droite, d’ou [XT,&] =0 
pour a= 1, . . . . q(q - 1)/2 et par suite [XT, &J = 0. On a d’autre part d’apres (18) 
(*I Yg$- = 0. 
Le groupe A un parametre associe Zi X se releve en un groupe A un parametre 
d’automorphismes de ET laissant er invariante et respectant &-, done respectant 
l’unique connexion saris torsion sur & adapt&e a eT, c’est-A-dire WT. On a done 
tgalement 
t**> Y+.9,= 0. 
Les relations (*) (**), (22) entrainent alors Br([XT, ti’]) = 0 et or([XT, ti’]) = 0 
sur eT9 d’ou [XT, u”] E j((eT, %FT) et [XT, a’] =O pour i= 1, . . . . 4. 
- Reciproquement, siXTE !&-, Y>) commute avec le parallClisme transverse 
canonique, travaillons au-dessus d’un ouvert simple U. Les hypotheses faites 
entrainent immediatement les relations (*) et (**), oh XT est un champ feuiIletC 
rep&entant XT 0 XT eSt le pull-back [local] sur eOr d’un champ de VeCteUrS XL 
sur Ie fibre des rep&es orthonormes directs e & pour la variete riemannienne 
quotient [locale] Q. XL commute avec les champs fondamentaux de e;o. Done 
il est localement - et, par connexite des fibres, globalement - projetable en 
X, sur Sz. (*) entraine &;0L = 0, done XL est le releve de X, dans le fibre des 
rep&es orthonormes directs; c’est-A-dire que X, est une isomCtrie infinitesimale 
sur ~+2 [au sens ordinaire [8]]. Son pull-back X sur 0 est done une isometric 
infinitesimale transverse, et par construction XT est le relevc de X dans ear [le 
pull-back du releve coi’ncide avec le releve du pull-back de facon tvidente]. 
D’ou le risultat. C.Q.F.D. 
REMARQUE. Dans le cas ou (V, 9) n’est pas transversalement orientable, la 
condition (25) donne simplement une caracterisation locale des reteves dans eT 
des isomttries infinitesimales transverses, 
111.2 Gebmtftrie des feuilletages riemanniens 
L’existence sur (eT, &) du parallelisme transverse (24) am&e naturellement a 
appliquer a ce feuilletage les resultats de II. On remarquera en premier lieu que 
eT est compacte car Vet O(q,R) le sont. D’autre part, V&ant connexe et O(q, R) 
ayant 2 composantes connexes, eT a 2 composantes connexes [si (V, 3) est 
transversalement orientable] ou une seule. En definitive, en se restreignant au 
besoin g l’une des composantes connexes de eT, on est dans les conditions 
d’application des resultats de II. 
n Si (V, X) est transversalement orientable, soient eoT et er T les composantes 
connexes de ep. On peut appliquer a (eOT, *FT) et (et T, .+) le theoreme 1. On 
obtient ainsi des algebres de Lie structurales @c et @ et des fibrations basiques 
localement triviales no7 : ear-+ IV,, et nl T: el T+ W, T. En fait, on passe de ear a 
elT par une translation a droite qui appartient 6 AUT(+, ,FT). I1 en resulte que 
B. et @t sont isomorphes et que WoT et W, p ont meme dimension. On peut done 
dtfinir une fibration localement triviale ~7~: eT+ W,, oh W, a pour compo- 
santes connexes IV,, et W, T. 
Si (V, ,F) n’est pas transversalement orientable, on applique directement A 
(eT, ,YT”r) le theoreme 1. 
Dans les deux cas, on voit que les adherences des feuilles de & sont les fibres 
d’une fibration localement triviale [appelke fibration basique de eT]: 
(26) ;TtT: eT’ wT, 
et qu’il existe une algebre de Lie (3 [appelee algPbre de Lie structurale de (V, Q] 
telle que, sur les adherences des feuilles de 97 , .%T induit un 6%feuilletage de Lie. 
Remarquons que, dans ET, les translations g droite respectent .‘/; et 
Cchangent les adherences des feuilles. On en dtduit immediatement que 
I’algPbre de Lie structurafe @ ne depend pas de la structure riemannienne eT: 
c’est un invariant du feuilletage (V, 3). 
L’adherence d’une feuille de -97 est un compact. Elle se projette done sur I/ 
suivant un compact qui sera necessairement l’adherence de la feuille correspon- 
dante de .K On en deduit que les adhkrences des feuilies de .9 sont des sous- 
vari&& de V: le champ d’tlements de contact sur eT tangent aux adherences des 
feuilles de & est invariant par translation & droite, et se projette done suivant 
un champ d’elements de contact [eventuellement de dimension variable] sur V. 
Ce champ projete est en involution, et les adherences des feuilles de .F sont les 
varietes integrales de ce champ. Du point de vue de la structure riemannienne, 
soient XE V et u E R4. Considerons t E eT tel que le champ u’ defini par (22) soit 
tangent en z g l’adherence de la feuille de ,Y/;. Alors ti sera tangent en tout point 
g l’adherence de cette feuille; autrement dit, la trajectoire de z par G sera 
contenue dans l’adhtrence de cette feuille. En projection sur V, la trajectoire de 
z donne - transversalement a .9 - une geodesique de Ia connexion oT [c’est-A- 
dire une courbe qui se projette, dans un ouvert simple, sur une geodbique de la 
connexion de Levi-Civita de la varitte riemannienne quotient locale]. Par suite, 
/es adhkrences des feuilles de .F sont des sous-varie’tb transversalement gkodksi- 
ques de (V, .Q. 
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Notons enfin que les translations a droite de eT sont des automorphismes du 
feuilletage FT et sont done projetables par XT sur wr en une action differen- 
tiable A droite de O(q,R) sur IV,. Par construction, l’espace des orbites de cette 
action s’identifie g l’ensemble des adhirences des feuilles de 4 muni de la 
topologie quotient de celle de V. 
En r&urn& 
THEOREME 3. Soit (V, 9) un feuilletage riemannien de codimension q sur 
une variete compacte connexe. Si er est le fibre des rep&es transverses ortho- 
norm&, ST le feuilletage relevt, (eT, FT) est transversalement parallelisable. Son 
algebre de Lie structurale @ est independante de la metrique transverse. Si 
nr: eT+ wT est sa fibration basique, l’action a droite de O(q, R) sur er se 
projette en une action sur WT dont l’espace des orbites s’identifie a l’ensemble 
des adherences des feuilles de z qui sont des sous-variCtCs transversalement 
geodtsiques de (V, JF. 
REMARQUE 1. La confusion terminologique entre l’algebre de Lie structu- 
rale d’un feuilletage transversalement parallelisable et celle d’un feuilletage 
riemannien est justifiee par le fait suivant: dans le cas d’un feuilletage transver- 
salement parallClisable, il existe une structure riemannienne transverse pour 
laquelle le parallelisme transverse consider6 est orthonorme. On verifie alors 
immediatement que les deux notions d’algkbre de Lie structurale introduites 
comcident dans ce cas. 
REMARQUE 2. Si I/ est connexe, mais non necessairement compacte, et si 
eT( V,p,,O(q,R)) est une structure riemannienne transverse sur (V, 92, on dira 
que cette structure est trunsversulement compZCte si le parallclisme transverse 
canonique associe est complet [c’est-a-dire provient de champs feuilletCs 
complets]. Dans ces conditions, les rbultats du thCoreme 3 subsistent en vertu 
de la remarque 4 du paragraphe 11.2. 
En particulier, si V est compacte connexe, considerons son revCtement 
universe1 v. Le pull-back 9 sur Pdu feuilletage riemannien 3est un feuilletage 
riemannien; la structure riemannienne transverse @r sur (v, >@ est le pull-back 
de la structure riemannienne transverse don&e er sur (v, A?. Le parallelisme 
transverse canonique sur (@r, gr) sera complet, car le pull-back sur dr d’un 
champ de vecteurs sur eT est complet. Done on pow-a appliquer b (V, JF, muni 
de &, le tMort?me 3. 
n Notons X le faisceau sur V des germes d’isomctries infinitksimales 
transverses du feuilletage riemannien. Soit XT le relevk de ce faisceau dans er: 
un ClCment de yT sera un germe de champ transverse sur (eT, FT) qui est le relevk 
d’une isometric infinitesimale transverse. 
D’apres la proposition 4 - et la remarque qui suit - les elements de 3cl, 
seront les germes de champs transverses sur (er, Fr) qui commutent avec le 
parallklisme transverse canonique. 
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Notons alors VT le faisceau transverse central du feuilletage (er, Fr). Les 
elements de gT commutent avec tous les champs transverses globaux de 
(er, Fr), done en particulier avec le parallklisme transverse canonique; on a done 
(27) V& YT. 
Si la fibre de X en un point est nulle, celle de Yr le sera aussi, done celle de 
VT. Dans ce cas, les feuilles de Fr, done aussi celles de $ seront compactes. En 
d’autres termes, si en un point de V la structure riemannienne transverse n’a pas 
de germes non triviuux d’isome’frie infinitksimales transverses, to&es les feuiiles 
de 9 sont compactes. 
Remarquons maintenant que, d’aprks (27), les elements de $$- sont des 
germes de releves de champs transverses locaux de (V, Y)* ++ est done le relevt! 
dans eT d’un sow-faisceau %Y de A Comme VT, Y sera localement trivial; sa 
fibre en un point sera isomorphe, comme celle de VT, a l’algtbre de Lie a- 
opposee a l’algebre de Lie structurale, et l’espace transverse en x defini par YX 
sera l’espace transverse associe a l’adherence de la feuille passant par x. Vsera 
dit faisceau transverse central de (V, 9). 
Si V est simplement connexe, le faisceau %Y sera globalement trivial, et son 
relevk VT tgalement. 
L’algebre de Lie structurale (8 sera alors abelienne; l’algkbre de Lie c(V, 9) 
des sections globales de V sera une sous-algcbre centrale de I( V, 9) dont les 
orbites transverses seront definies par les adherences des feuilles de K On a 
done Ctabli: 
THI?ORI~ME 4. Sous les memes hypotheses que dans le theoreme 3, le 
faisceau transverse central VT de (er, FT) est contenu dans le releve du faisceau 
X des germes d’isometries infinitesimales transverses. Si la fibre de X en un 
point est nulle, toutes les feuilles de B sont compactes. Si V est simplement 
connexe, @ est abelienne et le centre de l’algebre de Lie des champs transverses 
globaux contient une algebre de Lie c( V, AT dont les orbites transverses sont 
dkfinies par les adherences des feuilles de 5T 
I Les formules (23) concernant le crochet des elements du paralltlisme 
transverse canonique vont nous permettre de preciser la structure des adhe- 
rences des feuilles de (V, 9). 
Soient z f er et x =p7(z), Notons FTI, l’adherence de la feuille de Fr passant 
par z et F l’adhkrence de la feuille F de 9 passant par x. On a dkjja remarque que 
PT(FT~)=F- 
En restriction au-dessus de F, FTb est une variete integrale d’un champ 
d’C1Cments de contact [compktement intbgrable] sur eTIF invariant par les 
translations a droite. I1 en resulte que FTb est un sous-fibre principal feuilletk 
[c’est-a-dire reunion de feuilles de 9-1 de eTIf. Comme FTb est compacte, son 
groupe structural H est un sous-groupe compact de Q(q, R). 
L’isomorphisme de l’espace transverse en z de (er, Fr) sur o(q, R)@Rq defini 
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par wr+ 0r induit une injection de f(F rb, FTFTJ dans o(q, R)@I?Q, c’est-a-dire 
une injection: 
(28) @+o(q,R)@RQ 





@ est I’algt?bre de Lie du groupe H. En effet un champ fondamental xsur eT sera 
tangent en z a FTb si et seulement si (or+ IQ)(~) = A appartient g @. De plus, sur 
h, les crochets induits par les structures d’algebres de Lie de @ et de o(q,R) 
coi’ncident d’aprts (23). 
D’autre part, l’isomorphisme defini par z de Rq sur l’espace transverse en x 
de (V, 3) induit un isomorphisme de m sur le sous-espace transverse associt a i? 
Si ;1 E h et u E m, il existera p E o(q, R) tel que u +,u E @. Les champs fi et fi + zi 
sont done tangents en z a FTb. Done ils sont tangents aussi a FTb en chacun de 
ses points, et ieur crochet aura la meme propriete, d’oii A(U) E tn. Ainsi: 
(30) L(u)cm si ngh et UE~. 
Ceci peut s’interprkter de la facon suivante: FTb est un fibrC de repkres ortho- 
norm& adapt& g la sowvariCtC transversalement gCod6sique  les points de 
FT6 envoient m sur le sous-espace transverse defini par p. La projection 
naturelle 
(31) H-+H, CO(m) 
definit d’ailleurs a partir de FT~ une H,,,-structure transverse f& sur (F, Fr) 
subordonnee g la structure riemannienne transverse induite par eT. Le feuil- 
letage releve dans fTb est g feuilles denses. En r&urn& 
PROPOSITION 5. Si ZE er et x=p&), l’adherence FTb de la feuille de FT 
passant par z est un fibrt de repcres transverses orthonormes adapt& a la sous- 
variete transversalement gtodesique p, adhkrence de la feuille de F passant par 
x. Si H est le groupe structural compact de FT6, l’algebre de Lie fi de H 
s’identifie ti @ n o(q, R) par l’injection @+o(q, R) + IF definie par or+ &, Les 
reperes transverses appartenant a FTb font correspondre l’espace transverse 
dcfini par f: au sous-espace (@+ o(q,R))fTRq = m de R4. En particulier, m est 
invariant par H. 
Cas oic (V, fl est ci feuilies denses: on a F= Vet m = RQ. FTb est un sous-fibrc 
principal de eT. Le faisceau Vdes germes de champs transverses centraux est 
transitif sur (V, 9), ce qui signifie que le faisceau X des germes d’isomttries 
infinitcsimales transverses est lui aussi transitif. Done les variCtCs riemanniennes 
quotient locales sont des variCtCs riemanniennes localement homogtnes; dans la 
terminologie de R. Blumenthal [l], le feuilletage (V, 9) est transversalement 
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homogtne, On remarquera que dans ce cas la structure riemannienne transverse 
est-elle mtme un invariant du feuilletage. 
Gas oti (V, 9J est h feuilles compacfes: dans ce cas les germes appartenant au 
faisceau Vsont nuls, done leurs releves sur (er, 3r) aussi et par suite I’afgPbre de 
Lie structurale @ est nulle. I1 en resulte que l’action a droite de O(q,R) sur la 
variCte basique Wr est localement libre; ses orbites dcfinissent alors un feuil- 
letage Fwr sur Wr . 
Considerons le cas oti (V, 3) est transversalement orientable, ear &ant une 
composante connexe de er, wOr la COmpOSante connexe correspondante de 
wT, notons 9& le feuilletage de eOT dont les feuilles sont les preimages par &- 
de feuilles de K On remarque que les feuilles de Fj’r sont aussi les prtimages par 
la fibration basique rroT: eOr+ wOT du feuilletage FwOr defini par 1’aCtiOn a 
droite de SO(q, R). CeCi &ant, k fdlktage ( wOT, ywO,) eSt transversa~ement 
kquivalent au sens de [ 1 l] au feuilletage (V, 3), une equivalence transverse entre 
ces deux feuilletages etant determinCe par (eoOT, ydr). Ceci signifie, de facon 
intuitive, que la “gtometrie transverse” de (V, t97 est identique a celle de 
(w&, .FwO,), En resume, on a: 
PROPOSITION 6. Soit (V, 9) un feuilletage riemannien transversalement 
orientable g feuilles compactes de codimension q sur une variete compacte 
connexe. Alors (V, 9) est transversalement equivalent au feuilletage ( WOT, FwOr) 
defini, sur la varicte compacte connexe W OT, par l’action a droite localement 
libre de SO(q, R). 
Cus oti les adhkrences des feuiiies de (V, 9) ont la mame dimension: dans ce 
cas [qui generalise les deux cas particuliers precedentes] les adhkrences des 
feuilles determinent un nouveau feuilletage 9 de V. Mais de plus, au voisinage 
de chaque point de V, les feuilles de 9 seront les orbites transverses des sections 
du faisceau % Comme ces sections sont des isometrics infinitesimales trans- 
verses, il en resulte que la structure riemannienne transverse eT de (V, 5) 
determine une structure riemannienne transverse CT sur (V, 27. Ainsi, (V, L33 est 
un feuilletage riemannien a feuilles compactes. S’il est transversalement orien- 
table, on pourra lui appliquer la proposition 6. Dans le cas contraire on pourra 
passer au revetement a deux feuillets d’orientation transverse pour se ramener 
au cas precedent, On a done: 
PROPOSITION 7. Soit (V, 9) un feuilletage riemannien sur une variete 
compacte connexe. Si les adherences des feuilles de 9 sont toutes de m@me 
dimension, elles sont les feuilles d’un feuilletage riemannien 2 On dira alors 
que le feuilletage (V, 9) est rkgulier. 
Cas g&h-al: D’apres ce qu’on a vu, le feuilletage induit par 9 sur l’adherence 
F d’une feuille est un feuilletage riemannien a feuilles denses. C’est done un 
feuilletage transversalement homogene au sens de R. Blumenthal. 
D’autre part, la dimension de l’adhhence de la feuille passant par un point x 
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est une fonction semi-continue inferieurement de X. L’ensemble U des points ou 
cette dimension est maximum est done un ouvert sat& de V. On appellera U 
ouvert r&ulier du feuilletage (V, 9). Les adherences des feuilles du feuilletage 
induit & forment sur U un feuilietage riemannien & ci feuiiies compactes. 
On voit que l’etude du feuilletage TU se ramene 21 l’etude des feuilletages 
riemanniens a feuilles compactes sur des varietes qui ne sont pas necessairement 
compactes. En fait, il n’est pas difficile d’etendre dans ce cas le resultat de la 
proposition 6: 
PROPOSITION 6’. Soit (V, 9) un feuilletage riemannien transversalement 
orientable a feuilles compactes de codimension 4 sur une variete connexe. Alors 
le feuilletage releve &- sur une composante connexe eoT de la structure rieman- 
nienne transverse er est a feuilles compactes; il est defini par une fibration 
localement triviale noT: eoT + woT et (VP 93 est transversalement equivalent au 
feuilletage ( War, YwOr) defini sur IV,, par l’action a droite de SO(q,R) projetee 
de l’action sur eoT. 
DfiMONSTRATION. Si une feuille de $;r n’etait pas compacte, la feuille de y 
correspondante serait a holonomie infinie. Mais alors les feuilles voisines de .Y 
ne pourraient etre compactes. 
Ceci &ant, (e Or, &) est un feuilletage transversalement paralltlisable a 
feuilles compactes. On peut dans ce cas adapter la demonstration du lemme 1, 
en remarquant que les champs feuilletts admettant alors des groupes locaux a 
un parametre definis dam des ouverts saturks de la variete. D’ob l’existence 
d’une fibration basique nor : eoT+ WoT. Le reste de la demonstration est 
inchange. C.Q.F.D. 
n L’etude de I’espace des feuilles V/Y d’un feuilletage riemannien a feuilles 
compactes amene a introduire une notion de variete generalisee, suivant les 
idees de Satake [17]. 
Nous appellerons variPtP de Satake de dimension 4 un espace topologique W 
&pare, connexe, a base denombrable d’ouverts, muni pour tout point x d’un 
voisinage ouvert U, de x et d’un homeomorphisme (pX: U,-+s), de U, sur le 
quotient d’un voisinage ouvert de 0 dans IV par un groupe fini de diffeomor- 
phismes, avec les conditions suivantes: 
Quels que soient x et x’ dans W, ul,! 0 ul,- ’ s’obtient par passage au quotient g 
partir d’un diffeomorphisme local de R4, dans le domaine ou il est defini. 
On notera que dans une teHe variete de Satake on Zt la fois des points rPgu/iers 
[munis de cartes locales dans un ouvert de IV] et des points singufiers. Ces 
derniers cas ne sont pas en general isoles. 
Par exemple, on verifiera [Pradines [15]] qu’une variete [au sens ordinaire] 
avec bords et coins est une variete de Satake au sens precedent, dont les points 
singuliers sont les points du bord. 
Les varietes de Satake ainsi definies sont des feuiliages [au sens de [l l]] 
extremement particuliers. 
70 
Avec ces definitions, on a: 
PROPOSITION 8. L’espace W= V/Y des feuilles d’un feuilletage riemannien 
a feuilles compactes [sur une variete V Cventuellement non compacte] est muni 
d’une structure naturelle de variete de SatakC, de dimension la codimension du 
feuilletage, et compacte. 
DEMONSTRATION. Compte tenu de la description classique [Haefliger [5]] 
d’un feuilletage au voisinage d’un feuille compacte, il suffit de verifier que 
l’holonomie de chaque feuille de Y est finie. 
Or le feuilletage releve (er, YT), Ctant transversalement paralMisable, est saris 
holonomie. Par suite l’holonomie d’une feuille F s’identifie g son holonomie 
infinitesimale d’ordre 1. Si FT est une feuille de YT au-dessus de F, cette 
holonomie infinitesimale est le groupe structural du revi?tement FT de F, 
Comme FT est compacte, ce groupe est fini. C.Q.F.D. 
On remarque que la projection n : V--+ W est un morphisme de vtrietes de 
Satake. 
On retiendra egalement que l’holonomie de F se trouve identifiee a un sous- 
groupe de O(q,R). Cette identification peut %re precisee de la facon suivante: 
O(q,R) agit sur l’espace transverse QX en XE F. 11 agit done, en conservant les 
longueurs, sur les arcs geodtsiques issus de x dans une sow-variete transverse. 
Ceci permet de faire operer O(q,R) comme groupe de rotation autour de x dans 
cette sous-variete transverse. 
La notion de morphisme de vari&tPs de SatakP se definit par passage au 
quotient a partir des applications differentiables de R9 dans R’. Par exemple 
l’application de pliage autour de l’origine: 
(32) R-R+ 
est un morphisme de varietes de Satake. On definit de facon Cvidente le rang 
d’un morphisme. En particulier on introduit la notion de submersion d’une 
variete de SatakC dans une autre. 
On definit egalement la notion de pjiage de codimension k d’une vari&C de 
SatakC sur une autre: localement, un tel pliage provient par passage au quotient 
d’une application de R k+r xRQsur R+ xRQ du type (x,~)-*([jxI),~). Les points 
de Rk+ ’ x R9 du type (0,~) definissent la ligne depli autour de laquelle se fait le 
pliage. 
Un morphisme avec pliage de codimension k est le compose d’un morphisme 
et d’un pliage de codimension k. De meme on definit la notion de submersion 
avecpliage. Une telle application est une submersion en dehors de sa ligne depli 
qui joue le r61e de “lieu singulier” si k>O. Enfin on definit de facon evidente 
les notions de morphisme avecpliages de codimensions (k,, . . . , k,). On a alors r 
fignes de pfi qui peuvent se couper entre elles. 
III. 3 Feuilletages riemanniens de codimension q I 3 
On revient au cas des varietes compactes connexes et on reprend les notations 
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anterieures. qT= q(q + 1)/2 est la codimension de (er, +), et on note qTb la 
dimension basique de ce feuilletage, c’est-g-dire la dimension de WT. 
n Feuiiletuges de codimension 1 
qT= 1; qTb vaut 0 ou 1. er est le revetement d’orientation transverse de (V, 9). 
a) qrb = 0. (V, fl est li feuijles denses et en passant au rev&tement d’orien- 
tation transverse on obtient un R-feuilletage de Lie a feuilles denses; done, en 
passant au revCtement universe1 de V, on obtient un feuilletage simple. 
b) qrb = 1. (V, 9+J est ci feuiiies compactes. 
+ Si (V, fl est transversalement orientable, c’est le feuilletage simple defini par 
une fibration localement triviale sur une variCtC de dimension 1 compacte et 
connexe, c’est-h-dire S’. 
-+ Si (V, fl n’est pas transversalement orientable, Wrest un cercle et l’espace 
des feuilles de (V, 9) est le quotient de ce cercle par l’action d’un groupe g 2 
elements. Cette action a des points fixes, car sinon on aurait une variCtC 
quotient Wet (V, 9) serait simple, done transversalement orientable. Par suite 
il y a des feuilles ayant de l’holonomie. Ces feuilles sont isolees. Dans le 
compltmentaire de ces feuilles 9 est simple, et au voisinage de ces feuilles 
l’espace des feuilles s’identifie a une demi-droite. Y Ctant connexe, on a done 
V/3= [0, 11. En resume, 9 est defini dans ce cas par une submersion de varietes 
de Satakt. 
(33) 71: V+[O, I]. 
m Feuilietages de codimension 2 
qTr3 et qTb=o, 1, 2 ou 3. 
a) qrb = 0. (v, J? est un feuilletage transversalement homog&? ti feuiites 
denses. L’espace homogene qui sert de “modele transverse” est une surface de 
Riemann a courbure constante. 
b) qT1, = 1. @ est de dimension 2. lj = at7 0(2,R) est de dimension 0 ou 1. 
Mais si lj est de dimension 1, alors m = ((3 + 42, R)) t3R2 est de dimension 1. Or 
m doit etre invariant par 6, ce qui est impossible. Done fi = 0, Les adherences des 
feuilles de .F sont de codimension 0 dans V, done coincident avec V. Ainsi 
(V, fl est un feuilletage transversalement homoghze ci feuilles denses. Le fait 
que b = 0 entraine que les feuilles de Fr sont des revetements d’ordre fini de V. 
Le pull-back de 3sur un revetement fini de Vest done un 6%feuilletage de Lie a 
feuilles denses, ou @ est une algebre de dimension 2. 
c) qTb = 2. @ est de dimension 1. lj est de dimension 0 ou 1. 
+ Si f~ est de dimension 0 en tout point, le feuilletage est regulier et les adht- 
rences des feuilles dtfinissent un feuilletage riemannien 3 de codimension 1 a 
feuilles compactes. D’apres l’etude anterieure, 9 est defini par une fibration 
z : V-S* ou par une submersion de varictes de SatakC 7~ : V+[O, I] suivant que 
9 est ou non transversalement orientable. 
+ S’il existe des feuilles au-dessus desquelles la dimension de lo est 1, ces feuilles 
sont compactes et a holonomie infinie. Elles sont done isoltes; leur complemen- 
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taire U est connexe et c’est l’ouvert rCgulier du feuilletage. Le feuilletage &, 
induit sur U dCfinit un feuilletage &, A feuilles compactes, riemannien et de 
codimension 1, On peut done lui appliquer la proposition 6’ et en dCduire, de 
faGon analogue A ce qui a CtC fait plus haut, que $j est dCfini par une fibration 
Q : U+]O, 1 [ ou une submersion de variCt& de SatakC r~, : U--+ [0, 1[ suivant que 
$i est ou non transversalement orientable. 
D’autre part, au voisinage des feuilles compactes de % transversalement aux 
feuilles, les adherences des feuilles sont des cercles concentriques. Les adh$ 
rences des feuilles sont done les prCimages des points dans un morphisme avec 
pliage de codimension 1 sur une demi-droite dont l’origine correspond A la 
feuille compacte. Dans tous les cas, on obtient une submersion avec piiage de 
codimension 1 de variCtCs de Satakt: 
(33) II: V+[O, l] 
la ligne de p/i &ant form&e des feuilles compactes; on notera qu’il y a n&es- 
sairement 2 feuilles compactes si FU est transversalement orientable, une dans le 
cas contraire. 
d) qTb = 3. (V, :fl est A feuilles compactes. 
On remarquera que si (V, T) est transversalement orientable, les feuilles 
ayant de l’holonomie sont n&essairement isolCes, car une rotation dans R2 ne 
laisse aucun vecteur invariant. Dans ce cas l’espace des feuilles est une variCtC de 
Sataki A points singuliers isol&. 
Par contre, si l’holonomie d’une feuille de (V, F) est rCduite A une symCtrie 
par rapport & un axe, tout les points de cet axe correspondront A des feuilles 
compactes. On aura alors dans la variCti de SatakC [au sens que nous avons 
introduit] W= V/Y une sous-vari& de dimension 1 formke de points 
singuliers. 
n Feuilletages de codimension 3 
qr vaut 6 et qTb vaut 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. 
Ici, lj est une sous-algkbre de Lie o(3, R). Comme o(3, R) n’a pas de sous-alg&bres 
de Lie de dimension 2, la dimension de ij est 0, 1 ou 3. 
a) qTb = 0. (V, LY3 est un feuilletage riemannien g feuilles denses, done trans- 
versalement homogtne. Le modkle transverse est un espace homogene rieman- 
nien de dimension 3 A courbure constante. 
b) qTb = 1. @ est de dimension 5. Comme dim (6) # 2, on a fi = o(3, R). Mais 
alors m sera de dimension 2. Or il devrait &re invariant par 5, ce qui est 
impossible. 
Done ce cas ne peut se p&enter 
c) qTb = 2. @ est de dimension 4. Done lj est de dimension I ou 3. Le second 
cas est impossible pour la meme raison qu’en en b). Done m = R3, et (V, 9) est 
encore un feuilletage transversaiement homogPne ci feuiiies denses. 
d) qTb = 3. @ est de dimension 3. lj est de dimension 0, I ou 3. 
+ Si b est de dimension 0 sur une feuille F, l’adhkrence de cette feuilie est 
ouverte et fermCe dans V. Done (V, /F est A feuifies denses et par suite trans- 
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versulement homoghe. De plus, dans ce cas, il existe un revztement d’ordre fini 
de V sur lequel le pull-back de 9 est un @-feuilletage de Lie a feuilles denses. 
+ Si I) est de dimension 1 en tout point, 9 est regulier et le feuilletage $ dtfini 
par les adherences des feuilles est un feuilletage riemannien de codimension 1 a 
feuilles compactes, cas deja CtudiC. 
+ Si h est de dimension 3 au-dessus de certaines feuilles, celles-ci sont 
compactes, et comme l’holonomie en x ne laisse alors aucun point fx 
invariant, ces feuilles compactes sont isoltes. Leur complementaire U, ouvert 
regulier de (V, F), est connexe et le feuilletage induit YU determine un feuil- 
letage gU par les adherences des feuilles, qui est de codimension 1, riemannien 
et a feuilles compactes, done determine par une fibration nu : U-10, 11 ou une 
submersion de varietes de Satakt n u: V+[O, l[, suivant que 9” est, ou non, 
transversalement orientable. 
D’autre part, au voisinage des feuilles compactes, transversalement aux 
feuilles, les adherences des feuilles sont des spheres concentriques. Done 
l’espace des feuilles est obtenu par phage de codimension 2 de R3 sur R+ . Far 
connexite de V, on obtient une submersion avec piiage de codimension 2 de 
varietes de Satake: 
(34) 27: V+[O, l] 
ou la ligne de pli est formee des feuilles compactes, qui sont au nombre de 2 ou 
1 suivant que FU est, ou non, transversalement orientable. 
e) qT& = 4 - @ est de dimension 2, II est de dimension 0 ou 1. 
+ Si II est de dimension 0 en tout point, .Y est regulier et le feuilletage ,F par les 
adherences des feuilles est un feuilletage riemannien de codimension 1 a feuilles 
compactes, cas deja Ctudie. 
+ Si h est de dimension 1 en certains points, m sera de dimension 1 et Ij sera 
l’algebre de Lie des rotations infinitesimales autour de m dans R3. 
Transversalement aux feuilles, considerons une section du faisceau transverse 
central nulle en un point x ou h est de dimension 1. Ce champ transverse definira 
une rotation infinitbimale amour de l’espace tangent A l’adherence F de la 
feuille de x. 11 en resulte que sur toutes les feuilles voisines h sera de dimension 
0. Done la reunion des feuilles ob II = 0 forme l’ouvert regulier Ude (V, 9) et les 
adherences des feuilles n’appartenant pas A U forment des sous-varietes isolees. 
U est done connexe, et on aura une fibration 7~~: U+]O, l[ ou une submersion 
de varietes de Satake Q: U+[O, 1 [ dtfinissant $,. 
Enfin, au voisinage des “adherences singulieres”, transversalement aux 
feuilles, les adhirences des feuilles voisines, c’est-A-dire les orbites du faisceau 
transverse central, sont des cylindres ayant pour axe l’adherence singuliere elle- 
m2me. Done l’espace des feuilles s’obtient localement par pliage de codimen- 
sion 1. Dans tous les cas on a une submersion avec piiage de codimension 1 de 
varietes de Satake: 
(35) 71 : V+[O, l] 
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oti la ligne de pli est form&e de la reunion des adhtrences singulikres, qui sont au 
nombre de 2 ou 1. 
h) qTb = 5 - @ est de dimension I- $ est de dimension 0 ou 1. 
--) Si I) est partout de dimension 0, (V, F) est rtgulier. F est alors un feuilletage 
riemannien & feuilles compactes de codimension 2, cas dkjja CtudiC. 
+ Si I) est de dimension 1 en x, la feuille F de x est compacte. b est l’algkbre de 
Lie d’un sous-groupe compact H de O(3,R). La composante connexe HO de H 
est un groupe de rotations directes autour d’un axe dans R3. H est done contenu 
dans le groupe engendre par toutes les rotations et par la symCtrie par rapport 
au plan orthogonal. Dans tous les cas l’orbite transverse d’un point de la 
geod&ique transverse correspondant A cet axe sera finie, c’est-A-dire que les 
points de cette giodCsique correspondent h des feuilles compactes. De plus, au 
voisinage d’une telle feuille, l’espace des adhCrences des feuilles s’obtient A 
partir d’une sous-vari& transverse locale par pliage de codimension 1, la ligne 
de pli &ant la gCod&ique invariante. 
On voit par ailleurs que les feuilles compactes foment une sous-variate’ 
compacte de codimension 2 dam V. Le complementaire U de cette sous-variCte 
est l’ouvert rCgulier du feuilletage. Le feuilletage ,‘;i; est dCfini par une sub- 
mersion de variCt& de SatakC 
R”d.J-+W” 
oh W, est une variktt de SatakC de dimension 2 non compacte. 
Dans tous les cas, on a une submersion avec piiage de codimension 1 de 
variM de SatakC: 
oh la ligne de p/i est la sous-varik! form&e de la rhnion des feuilles compactes, 
qui sont en nombre infini. 
g) qTb = 6 - (V, 9) est g feuilles compactes. 
Le feuilletage est alors defini par une submersion sur une variCtC de SatakC 
compacte de dimension 3. 
n Les r&hats p&&dents peuvent &re r&urn& de la faGon suivantc: 
THEORX?ME 5. Si (V, .F) est un feuilletage riemannien de codimension 13 
sur une variCt6 compacte connexe, il existe une application continue TI : V-+ W 
de Y sur une varittC de Satakk compacte telle que la prCimage d’un point quel- 
conque de West l’adherence d’une feuille de K Si (V, -7) est rkgulier, n est une 
submersion de variCtb de Satake. Sinon 71 est une submersion avec pliage dont 
la ligne de pli est le complCmentaire de l’ouvert rkgulier U de (V, $3. Les seuls 
cas non rCguliers sont en fait les suivants: 
(i) q = 2; W = [0, I]; il y a deux ou une feuilles compactes suivant que FU est ou 
non, transversalement orientable, 
(ii) q = 3; W= [0, 11; il y a deux ou une feuilles compactes suivant que <FU est, 
ou non, transversalement orientable. Le pliage autour des feuilles 
compactes est de codimension 2. 
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(iii) q = 3; W= [O, 11; il y a deux ou une adherence singuliere [de codimension 2 
dans V] suivant que gU est, ou non, transversalement orientable. Le pliage 
autour des adherences inguliitres est de codimension 1. 
(iv) q = 3; W est de dimension 2; les feuilles compactes engendrent une sous- 
variete de codimension 2 de V. Le pliage, de codimension 1, a pour ligne de 
pli cette sous-variett. 
A partir de la codimension 4, il n’est pas evident qu’une classification aussi 
complete des feuilletages riemanniens sur les varietb compactes connexes 
puisse &re obtenue, en dehors des cas reguliers; la raison est que, pour une 
valeur don&e de qTb [qui, en codimension 4, pourra aller de 0 g lo], le sous- 
groupe compact H de O(q,R) ne pourra pas toujours etre determine de facon 
simple. 
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